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Результаты решения интегрального уравнения движения числен-

ным методом представленны в безразмерной форме, связанной с отно-
сительной инерционностью частиц и временем релаксации частицы. 
Получено, что при увеличении относительной инерционности частиц 
уменьшается коэффициент турбулентной диффузии дисперсной фазы 
по сравнению с коэффициентом несущей среды. Увеличение отношения 
приводит к росту коэффициента турбулентной диффузии частиц. 

Показано, что при расчете коэффициента вертикальной диффу-
зии дисперсной примеси в водотоках необходимо учитывать не только 
турбулентные характеристики несущей среды, но и относительную 
инерционность частиц. 

 
The results of the solution of the integral equations of motion numerical 

method presented in dimensionless form related to the relative inertia of the 
particles and the relaxation time of the particle. It is found that when the in-
crease in the relative inertia of the particles, decreases the coefficient of turbu-
lent diffusion of the dispersed phase compared to the ratio of the carrier me-
dium. Increase from-wearing leads to an increase of the coefficient of turbulent 
diffusion of particles. 

It is shown that the calculation of the coefficient of vertical diffusion of 
dispersed impurities in watercourses must take into account not only the tur-
bulence characteristics of the carrier medium, but also the relative inertia of 
the particles. 
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В последнее время значительно повысился интерес к задачам расче-

та переноса взвешенных веществ в водных объектах в связи с необхо-
димостью проведения оценок влияния антропогенных воздействий на 
водную среду и ее обитателей при проведении дноуглубительных ра-
бот, дампинге грунта, сбросах сточных вод, при прокладке подводных 
трубопроводов, строительств буровых платформ [1—8].  

Точность прогнозирования распространения грунта по водотокам не 
может быть повышена без решения фундаментальных проблем, связан-
ных с коэффициентом турбулентной диффузии дисперсной примеси. 

Дифференциальное уравнение нестационарной трехмерной диф-
фузии пассивной примеси [2; 4; 8]: 

© Великанов Н. Л., Наумов В. А., Корягин С. И., 2017
Вестник Балтийского федерального университета им. И. Канта. 

Сер.: Физико-математические и технические науки. 2017. № 2. С. 75—81.



 Н. Л. Великанов, В. А. Наумов, С. И. Корягин 

 

76 76

,x y z

c c c c c c c q
u v w D D D

t x y z x x y y z z H
             

                         
 

где t — время; с(x, y, z) — концентрация примеси; (u, v, w) — проекции 
вектора осредненной скорости примеси на оси координат (x, y, z) соот-
ветственно; Dx, Dy, Dz — коэффициенты турбулентной диффузии при-
меси по указанным направлениям; q — расход осаждения (взмыва) 
примеси; H — глубина водотока.  

Считается, что процесс турбулентного перемешивания можно раз-
ложить на горизонтальную турбулентную диффузию и вертикальный 
турбулентный обмен. В водотоках такое разделение обосновывается 
разными пространственными масштабами процессов перемешивания 
(см., напр.: [3]). 

Ни в одной из работ по распространению грунта в водной среде 
(см.: [1—8] и библиографию в них) не учитывается, что коэффициенты 
турбулентой диффузии жидкости (несущей среды) и дисперсных 
включений могут отличаться. В работах по распространению грунта в 
водотоках, как правило, указывают, что из-за малой инерционности 
взвешенных частиц они легко увлекаются водой.  

Оценим инерционность частиц в водотоке с помощью числа Сто-
кса. Запишем проекцию на вертикальную ось дифференциального 
уравнения движения частицы, ограничившись для простоты линейной 
областью сопротивления [9],  
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где g  9,8 м/с2 — ускорение свободного падения;  — отношение плот-
ностей. 

Для примера выполним расчет при следующих условиях: 
  10-6 м2/c — коэффициент кинематической вязкости воды; 
Ucp  0,2 м/c — средняя скорость течения реки; 
H  4 м — средняя глубина реки; 
d  0,1 мм  10-4 м — диаметр частицы; 
форма сферическая (Γ0  1); 
р  2600 кг/м3 — плотность материала частицы: 

 
6

10
2 8

181 18 0, 385 10 1
0,050 ,

(1 /2) 10 1 0, 385p

c
t d






   
    

  
 

,p cp
H

H

t U
Stk

t H
 


 

0, 2
1,0.

0,05 4HStk  


 

При таких числах Стокса частицы нельзя считать безынерционны-
ми и пренебрегать различием пульсационных скоростей фаз [10]. Экс-
периментальные исследования показывают, что пульсационные со-
ставляющие скоростей жидкости и твердых частиц не совпадают. По-
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этому при расчете вертикального перемешивания грунта в водотоке, 
использование коэффициента турбулентной диффузии жидкости (во-
ды) может привести к заметным погрешностям.  

Иная ситуация при расчете горизонтального перемешивания. На-
пример, X  400 м, Stkx  0,01. Числа Стокса малы, не только осреднен-
ным, но и пульсационным скольжением фаз можно пренебречь. 

Рассмотрим пульсационное поперечное движение стоксовой части-
цы в поле однородной стационарной турбулентной жидкости. Для 
представления корреляций, связанных с дисперсной фазой, запишем 
лагранжево уравнение пульсационного движения частицы в проекции 
на ось Oz, ограничиваясь случаем линейной силы сопротивления: 
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Решение дифференциального уравнения (1) имеет вид [10] 
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где [ ( ), ]f pW r    — пульсационная скорость несущей среды вдоль траек-

тории движения частицы. 
В соответствии с (2) 
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Возведение (3) в квадрат и осреднение по ансамблю реализаций да-
ет следующее уравнение: 
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Эйлерову пространственно-временную корреляцию скоростей не-
сущей среды вдоль траектории частицы здесь, как в [9], аппроксимиру-
ем экспонентой 

 ( ) exp( ),ER a     (5) 

причем показатель экспоненты а определяется не только свойствами 
потока, но и характеристиками частицы. Лагранжева корреляция ско-
ростей частиц [10] 

 
, ,

( )

(1 ) , .

a

pL
a

ae e
a

R a

a e a

  

 

 
   

    

 (6) 



 Н. Л. Великанов, В. А. Наумов, С. И. Корягин 

 

78 78

 Подставляя (5), (6) в (4) и интегрируя, получим 
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Коэффициент турбулентной диффузии дисперсных частиц най-
дем по формуле 
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При большом времени ( )t   коэффициент турбулентной диф-

фузии равен 
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 Для малоинерционных частиц (без осредненного скольжения фаз) 
показатель затухания а находится по свойствам эйлеровой пространст-
венно-временной корреляции скоростей из равенства [9] 
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где RL — лагранжева корреляция; o
ER — эйлерова пространственная 

корреляция. 
Аппроксимируя оба сомножителя в правой части (8) экспонентами 

и интегрируя это равенство по времени от нуля до бесконечности, по-
лучим уравнение для вычисления показателя затухания а: 
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где TL — лагранжев временной интегральный масштаб турбулентности 
несущей среды; Е — эйлеров интегральный пространственный мас-
штаб турбулентности несущей среды. 

Известно, что осредненный квадрат смещения элемента жидкости 
равен 
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Интегральное уравнение (9) можно решить только численно, если 
подставить выражения (8) и (10) в (9). 

По (10) получим коэффициент турбулентной диффузии жидкости 
при большом времени 

2 .f f LD W T  

Тогда отношение коэффициентов турбулентной диффузии частиц 
и несущей среды будет равно 
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D

D aT
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Для частиц предельно малоинерционных 1/ La T  и .p fD D  

На рисунках 1—2 представлены результаты решения интегрально-
го уравнения (9) численным методом, представленные в безразмерной 
форме. Здесь tp/TL — относительная инерционность частиц; tp  1/β — 
время релаксации частицы; E L  — отношение интегральный про-

странственный масштаб турбулентности несущей среды Эйлера и Ла-
гранжа. Чем больше относительная инерционность частиц, тем меньше 
коэффициент турбулентной диффузии дисперсной фазы по сравне-
нию с коэффициентом несущей среды. Увеличение отношения E L   

приводит к росту коэффициента турбулентной диффузии частиц. 

 

 

Рис. 1. Зависимость отношения коэффициентов диффузии дисперсной 
и несущей фаз от tp/TL при различных значениях отношения E/L: 

1 — 1; 2 — 0,75; 3 — 0,55; 4 — 0,4; 5 — 0,3 
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Рис. 2. Контурный график зависимости отношения коэффициентов диффузии 
дисперсной и несущей фаз Dp/Df  от tp/TL и E/L 

 
Таким образом, при расчете коэффициента вертикальной диффу-

зии дисперсной примеси в водотоках необходимо учитывать не только 
турбулентные характеристики несущей среды, но и относительную 
инерционность частиц. 
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АНАЛИЗ МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ 
ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ ВНЕШНЕЙ ОБОЙМЫ 

РОЛИКОВЫХ МЕХАНИЗМОВ СВОБОДНОГО ХОДА 
 

Внешняя обойма является важным конструктивным элементом, 
влияющим на работоспособность роликовых механизмов свободного хо-
да. Проведен анализ и даны рекомендации по использованию математи-
ческих моделей для расчета деформаций внешней обоймы. Установлено, 
что при изменении числа заклинивающихся роликов в диапазоне от 3 до 
7 происходит нелинейное уменьшение величины радиальной деформа-
ции, а в диапазоне от 7 до 30 — ее увеличение. 

 
The outer shell is an important component influencing on the working 

capacity of roller one-way clutches. The analysis is carried out and recom-
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